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NOTA 

SOPRA LA TEORICA DEI NUMERI CONGRUI. 



iti cosa Leu cognita a tutti i matematici che il chiarissimo Principe Don Baldassarre 
Boncompagni pubblicò nel ìss-i tre scritti preziosissimi di Leonardo Pisano, da lui 
scoperti in un codice della Biblioteca Ambrosiana di Milano, e fra essi il famoso Libro 
de'quadrati già creduto interamente perduto. 

Grandissimo fu il servigio reso con questa scoperta dell’illustre Principe alla storia 
delle matematiche, c tale fu giudicalo da parecchi valenti geometri i quali diedero in 
luce note c memorie per ischiarirc l’importanza de’problcmi • la sagacità delle riso- 
luzioni contenute nel celebre trattato del Fibonacci. 

Fra questi problemi uno dc’bcllissimi è quello dei numeri congrui, cioè la ricerca 
d’un numero quadrato s' tale, che essendo dato un certo numero k chiamato con - 
finto, siano soddisfatte le due equazioni simultanee 

S — (— X* =. ti* / X' aa 0*. 

furono trattate varie questioni relative ai numeri congrui con molta estensione 
dal Padre Cossali, c dipoi fu svolta la teorica degli stessi numeri con eleganza e 
chiarezza dal Sig/ Professore Angelo Genocchi negli Annali di Scienze matematiche 
e fisiche del Sig/ Professore Barnaba Tortolini (Tomo VI, pag. *73-3*0). Essendo 
giunto per un metodo diverso da quelli impiegati dal Signor Genocchi ad alcune delle 
conseguenze ottenute da questo dotto matematico, ed ad alcune altre, ho stimato 
giovevole di esporre brevemente i risultati ai quali fui condotto. 

Trovai in un manoscritto arabo del secolo decimo, conservato nella Biblioteca 
Impèllale di Parigi due trattati spettanti al problema de’numcri congrui. Ho qualche 
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ragione di sperare che una traduzione francese dei medesimi trattali sara tosto pub- 
blicata in un altro luogo. Ambedue gli autori arabi si sono benissimo avveduti, di- 
pendere la risoluzione delle due equazioni simultanee sopramentovate da quella dell’ 
equazione 

i'+/= z 

overo dalla teorica dei triangoli rettangoli numerici; imperocché facendo 
x = a — b 2 , -jr — iab , s = a'-t- b 2 , 
ove a e b sono primi tra se, l’uno pari e l'altro impari, hanno 

s = z, k = txj , u=x-ì-jr, v = x — J , 
e quindi l’espressione del numero congruo 

k => Aab (a 2 — b 2 ). 

Inoltre, avendo dianzi definito i triangoli rettangoli derivati 

conoscono anche l'espressione generalissima del numero congruo 

4^5 ab(a — b 2 )- 

L’uno dei due matematici arabi ha calcolato una tavola delle espressioni 
x . J » z » z’. sx/ , s’-f- ìxj , x-f -jr , z 2 — sxjr , x—jr 
per i valori di 
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La colonna delle ìxj presenta trenta tre numeri congrui, i quali saranno proposti 
qui appresso. Chiamando numeri congrui primitivi quelli liberi da ogni fattore qua- 
drato, dei trenta tre numeri congrui dell’autore arabo si deducono venti nove con- 
grui primitivi, mentrecchè una tavola di venti nove numeri congrui calcolata dal 
Cossali non fornisce che dodici congrui primitivi, tutti contenuti fra quelli dell autor 
arabo; ed un’altra tavola di cinquanta due numeri congrui die si trova uella Summit 



*) La serie di questi valori c disposta secondo l’ordine di grandezza delle ipotenuse : risultanti dii 

essi. 
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de Arithmelica di Fra Luca Pacioli, dà soltanto quattordici congrui primitivi, com- 
presi aneli essi fra i venti nove che porge la tavola araba. 

Ottenne l’autore arabo colai vantaggio escludendo dal suo calcolo i valori di 
a c b non primi tra se. Tuttavia h lungi che abbia tratto dai triangoli rettangoli nu- 
merici registrati nella sua tavola, tutti i numeri congrui che avrebbe potuto dedurne. 
Ciò risulterà con evidenza dalle considerazioni seguenti. 

Dividendo pello stesso quadrato q* le due equazioni 

s’-f- k = u s 2 — k = v 2 

si hanno due nuove equazioni di forma simile alle precedenti, donde segue che divi- 
dendo un numero congruo per un suo fattore quadrato, si ottiene di nuovo un nu- 
mero congruo. E stato detto che i numeri congrui calcolati dall'autor arabo sono della 
forma — //); si può dunque scartare il fattore 4. Le due equazioni fondamen- 
tali del problema divengono 

_(£=?=£)■. 

e la forma del numero congruo sarà 

1) ab(a 2 — b 2 ). 

Ora abhiam veduto che nella tavola del matematico arabo si trovano tre colonne di 
valori x,y, z soddisfacenti all'equazione 



X -+-J — : 



x (n - I— a — t— l) J — (n — a) 1 , y «= s(n -+- a -f- i)(n — «), s = (n -+- a -+- 1 ) 2 -t-(n — a) 1 

prendendo n = o, I, 1, 3 . . . , a o, I, * ... (n — I) ed escludendo i valori di 
n + « -H e n — a non primi tra se. 

Dunque nell’espressione I. ponendo a = z, b — x , il fattore a 2 — 6’ si cambia 
nel quadrato j' -1 , scartando il quale si avrà il numero congruo 
t) zx = fri “1— 8 -f- — (a — 

Ma possiamo anche render quadrato il fattore <t* — b 2 facendo a = z, b =y, di modo 
clic a 2 — b 2 — x 2 , donde risulta il numero congruo 



s) :/ = !|(i + « + t)(n — «) j(n + 8+ t) J -+- (n — a) 1 } . 

I.e equazioni del problema corrispondenti alla forma l. del numero congruo sono 



(z -t- xV (y'=t- sixV 

\ *r / \ v ) 



overo, ponendo di nuovo in vece di x,y, z i loro valori a — b 2 , lab, « J -t- b\ 

1 * 
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fa 4 — A 4 ) 




ìab — 
■uib 




e la forma del numero congruo sarà 

11) (a 3 -h b 3 )( a. 3 — b 1 ). 



In questa espressione facendo a — x, b =y rendiamo quadrato il fattore aV h 3 e 
si avrà il numero congruo 

3) =fa (x* — y 3 ) — =*= J (re -+- * -+- 1) •— (— (re — a) 4 — o{n -t- a -4~i) 3 (» — re) 3 } . 
Facendo a=i, b=x, sarà quadrato il fattore a 3 — b 3 , e si ottiene il numero congruo 
a) 8*-+* x’= 2(n -4- a -+- i ) j — sfa — a) 1 . 

Ma sarà ancora quadrato il fattore a 3 — b 1 facendo a~z, b — y, di modo che si avrà 
il numero congruo 

S) z’-hj-' = fa -+- a -+- t) 4 -+- fa — a) 4 -+- 6 fa a -+- l) 3 fa — a) 3 . 



Esaminiamo adesso le equazioni del problema corrispondenti alla forma ì. del nu- 
mero congruo, cioè 

overo, ponendo in luogo di x, y, z i loro valori a‘ — b ìab, a 3 -)- b 3 , 

' p« 4 -t— ò 4 - 1- M'i’V r(« ò> 4 — sreW 

L-ifra-r L^mtJ 



e la forma del numero congruo sarà 

III) fa 3 -+- b 3 )tab. 

In questa espressione facendo a = x, b = y potremmo render quadrato il fattore 
n*-h b 3 \ ma sarebbe il numero congruo risultante da questa sostituzione ir y, cioè a 
dire quello già trovato e calcolato dall'autore arabo. Potremmo ancora render eguale 
al quadrato 43 3 il fattore sfa’-+- è 3 ) facendo a — x -i-y> b = x — y, ma riavremmo 
il numero congruo =t= (x 3 — y 3 ) già ricavato di sopra dalla forma II. Similmente fa- 
cendo a — — - , b — — - — e rendendo perciò il fattore ab eguale al quadrato 
| y 3 , si ritrova il nnmero congruo ; 3 -f- x 3 . 

Finalmente poniamo a = — — , b — z — x ; avremo s ab = y 3 , e si ottiene 

il numero congruo 

6) ^ -è- fa — x)’— (» + « + l) 4 -t- sfa — a) 4 • 
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Se, come ò stato fatto di sopra, si suppone n -h a t > n — a, bisogna distinguere 

J — JC 

ancora il caso di a — z -t- x, b — — — , il quale ci dà il numero congruo 

7) {z — H x)*-f- ^ ^ ~ 4{/t -f- a -r- l) ' -f- (il — a) ,J . 

Esaminiamo pure le equazioni del problema corrispondenti alla forma 3., le quali 
sono 




ovcro ponendo in vece di x, j , z i loro valori a 1 — b‘, i ab, è 1 , 

fV-^-t-tsrtW-i* , „ % ì r m v/ j (a'-hby^a’—by ; n ’ 

L J * 5(a - b )~' ah s=L ^~W) J 

e la forma del numero congruo sarà 

IV) { (a b)'— tó’| { (a — b)'— s b ’ } . 

Essendo indifTerentc il segno del numero congruo si otterranno ancora numeri congrui 
se l’uno o l'altro dei fattori dell'espressione IV. può esser reso quadrato negativo. Fa- 
cendo a — x -hj — z, b — z, si avrà (a -f- b ) % — ib*= — (x — jrf, c sarà il mi- 
merò congruo 

S) SS — (x-hr-— SS)’= 2^(/H-*-f-l)’-+-(n— aj’J — |jn-)-a-M — n-*-«)’-(-j(n — a) 1 ! ; 

facendo n = x -t-j -t- z, b = z, si avrà (a — b )’ — tb*~ — (x — j)% e sarà il 
numero congruo 

®) (x-f J -t-te) 1 — 2s’= j^(n-+-a-t-H-n — «)’-(- »(n-hx-ht )’ J — s£(n+«+l)’-|-(n-«) J J . 

La forma 3. dalla quale deducemmo le forme 8. e 9., mostra inoltre immediata- 
mente che ogniqualvolta x -+-j- ò numero quadrato, x — jr à numero congruo, e 
vice versa. La tavola dell autore arabo che presenta in due delle sue colonne i valori 
di x -+-J" c di x — j, ci porge in questa maniera i numeri congrui 
7 , 83 , 31 , 41 , 71 , 239 , 857 , 

che corrispondono alle combinazioni 

| « = !, 13 , 5 , 5 , 6 , 12 , 13 . 

(0 = 1, 6, 4, 8, 5, 5, 4. 

Questi congrui sono compresi nella forma 8. siccome è facile vedere ponendo 

j r» — « — t— 8 =0,2, 1,2, 2, 1,3. 

I n a =. 1 , 3, 2, 1, -I, -8, 2. 
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Ma gli stessi numeri sono compresi anche nella forma b. giacche, se in luogo di 
n -+- a -+- I e di n — a si pone n — a e — (n-f-a-H), overo — (« — a) e n-4-a-H, 
il congruo 8. si trasforma nel 9., ed il 9. nel 8. *) 

È stato mostrato di sopra che le espressioni x -hy e x — y sono le radici u e i- 
dei due quadrati che soddisfanno alle equazioni fondamentali del problema dei nu- 
meri congrui 

$*-+- k = iz 1 , j’ — k ' — ■ v*. 

Ora si scorge dalle cose precedenti che fra i valori di u e di »■ saranno compresi i nu- 
meri congrui contenuti nelle forme 8. 9. io. e il. 

Si riconosce per altro che i valori della radice u — x ~ y si ritrovano tutti Ira 
quelli della radice t> = x — y. Infatti si a 

u = (a -f- Zi) 1 — 2 Z>* c 

v { a — b ’)* — ih 1 

c facendo 

Sa — si , b — 2 a — b 

si avrà 

v’= u. 

Ora sa — ih c la — h sono primi tra se; perche, se fosse sa — ib~pì c 2a — b^=q$, 
si avrebbe a — {p — s q)i e b — (ìp — 5 q)i. Si vede inoltre che la somma 
(sa — 2 b) -t- (2a — i) = la — aZi 

c sempre impari, non poteudo a cb essere nello stesso tempo uè pari, nè impari; e 
per conseguenza la stessa cosa vale per sa — 2 Zi e 2 a — b. Dunque tutte le combi- 
nazioni a', b’ si trovano fra le combinazioni a, Zi. 

Similmente fra i valori di s, cioè fra le ipotenuse dei triangoli rettangoli numerici 
primitivi, sono compresi tutti i numeri congrui che risultano dalle forme 6. e 7. pren- 
dendo nella 6. n c a nello stesso tempo o pari o impari, e nella 7 . l'uno pari e l’al- 
tro impari, e supponendo, come è stato detto, ra -i- a -t- 1 e n — « primi tra se. 

Frai valori di s sono compresi ancora tutti i numeri congrui della forma 5 ., at- 
tesoché z e y sono primi tra sè, c z -k-y impari. 

Comparando la forma 3. alla forma sxv, si vede che dai valori calcolati dall autor 
arabo si può ricavare ancora, se si vuole, il numero congruo f 

12) =*= *xy(x 3 — y 3 ), ‘ 

•) Anche sema ricorrere a valori negativi di (» + «-)- I) 0 (n — *), neppure rendendo n + « -f- 1 
< n — cc, ma prendendo i valori di x, y, s nei triangoli rettangoli 1, 0, 1 ; 3, 4, 5 ; 5, 12. 13, i con- 
grui 7, 23, 31, 41, 71, 239, 257 risultano dalle forme 8. c 9. e dalle seguenti 
IO) (* — y — 2xp — 2s 5 , 11) (* — y + 2a) J — IT 

che si ottengono sostituendo nell'espressione IV. a = x — y =* s , b = s. 



t 
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s i ,>uicnc nello stesso tempo il teorema clic essendo dato un Minierò congruo ixj' 
f>u!> sempre determinarsi un altro numero congruo tale che il doppio prodotto dei 
due numeri sia aneli esso numero congruo. Simile cosa si vede moltiplicando le dui- 
forme i. e s. 

Lascio ad altra occasione lo svolgere queste ricerche con maggiore estensione. 
Pure sowgiugnerò come esempio della forma 2 xy e delle altre dodici forme di numeri 
congrui ottenute di sopra, le equazioni fondamentali del problema corrispondenti a 
quelle forme calcolati coi valori di x — 15 , jr = 8 , z = 17. 



: txr — 17 



: Sto = 23 , 7 . 



/ ■ r ‘-f-.r 4 \ ^ = ilM= / . 

\ 3JJ2 f \ 40s0 / \ 4080 / \ 4080 / 

* su = . 

\ zrj-z f ' \ -toso J \ -1080 / \ toso / 

»*= 353 = / «i£4t7\ , / 42433^\ 

\ »XJZ ) \ 4080 / \ 4 0S0 ) \ 4080 / 



( Il 77729 \ a / 91 5329 Y 
16368 / ’ \ 16368 / 

r (x -r-,r)H-g -t-J — *-)*-+- t«(x -t-.r — g)«3« V . , . _ = 

L 4(x —j)z(x -ì-y — z)\{x-\~y — z)‘— z 4 } J '* J 

( 5829043537\ * /?6 9*85771 3 Y /2962336463Y 

234834600 / ~ \ 234834600 ) ’ \ 234834600 / 

|' |x ^-,7 )'(x -f-,y -+- *z)’'+- to(x -4-r -t- «)»s » V t£r . _ . ^1 t ,n = 

L 4(x — jr)z(x -hjr -I- z) >(x -hj -t- *) 4 — J ' f 

( 6375022035841 V /68249I1007350Y /5890874439041 Y 

47452100160 ) \ 47152100160 /’ \ 47152160160 / 
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-(x — /)* (x ~ r — »-)'-+• m* — jr — s)*f* 1^ l (jc _ r _ ts i*_ s .m = 
_4(x — y — a) ! (x — j — =) 4 — = 4 i J * 

( 14639349841 V ^ _ ^20340065359 Y ^3828674959 Y 

1140868440 / 



V 



1 1498G8440 



n 



1149868440 



■ 



r (x — jQH* — j -i- «s)M- «tJ — r -t- =) V V , .. 

L4(x -4-j)z(x — jr -+- z) j (x —jr. -t- s) 4 — z* j J ' ^ ‘ 



/ 450148864897 



\ 9318499630 

Z k =*= 4ay(X 3 /“) = S89 J =*= 77280 = 401 1 , 79’ 



/ S46271346303Y / 

- ) =fe noi = ( ) , ( 

/ \ 9318499630 / \ 



32683 7774847V 



Finalmente ilo calcolati! per lutti i triangoli rettangoli contenuti nella tavola 
dell'autor arabo, i numeri congrui risultanti dalle dodici forme svolte di sopra. Ho re- 
gistrato nelle tavole elle si vedono qui appresso, tutti questi numeri congrui insieme 
con quelli della forma ixy già calcolati dal matematico arabo. Ho posto a lato a tutti 
quelli dei detti numeri che contengono fattori quadrati, i loro quozienti pel massimo 
divisore quadrato di ciascuno; ed ho distinto con una stelletta quelli che sono numeri 
primi, e col segno ìp quelli che sono doppi di numeri primi. Quanto ai fattori primi 
degli altri , è chiaro che non si può dir niente dei congrui contenenti i fattori 
x = (a 4- b) [a — b) o jr — ìab. Fragli altri i congrui 4. 5. 6. 7. essendo somme di 
due quadrati hanno tutti i loro fattori primi delle fonile sm -4- i, 8/re -+- 5; pure 
qucst’ultima forma dei fattori primi si deve escludere per i congrui 4. 5., atteso chi 
il 4. si può scrivere ancora jf-i- 2x’ ed il s. x* -1- ìj 2 - I congrui 3. 8. 9. io. n. hanno 
i loro fattori primi delle forme 8/re-(-l, sm -+- 7 , perocclih il 3. si può scrivere 
=*= (£* — s/‘) di modo chi tanto il congruo 3. che i congrui 8. 9. io. e H. sono o della 
forma g* — 2 /t 1 , o della forma ìg* — k 2 equivalente a g 2 — ih 2 . 

Seguon le tavole. 



Digitized by Google 



— 11 — 
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vtj 


zx 


521 


* (■*’-/) 


s’-t- x* 




3 


4 


5 


24, 6 2p 


15 


20, i!. 


il 


34 2f) 


41 * 


5 


12 


13 


120,30 


65 


136,39 


119 


194 2p 


313 * 


15 


8 


a 


240,13 


255 


136,34 2f) 


161 


314 if > 


353 * 


7 


24 


25 


338,21 


173,7* 


600, 6^; 


527 


674 2 p 


1201 * 


21 


sa 


29 


840,210 


609 


580,145 


41 * 


1282 2f) 


1241 


35 


12 


ai 


840,210 


1295 


444,111 


1081 


2594 2f) 


1513 


a 


iS 


41 


720, 


3G9.41* 


1640,410 


1519,31* 


1762 2p 


3281 


45 


28 


53 


2520, IQ 


2385,265 


1484,371 


1241 


4834 2j> 


3393 “ 


11 


m 


61 


1320,330 


671 


3660,915 


3479,71 * 


i 3842 


7321 * 


63 


in 


65 


2016, Hip 


4095,455 


1040,65 


3713 


! 8194 


4481 * 


33 


56 


65 


3690,231 


2145 


3640,910 


2047 


| 5314 2/J 


7361 


55 


48 


73 


5280, 330 


4015 


3504,219 


721 


! 8354 2 p 


7633 


77 


36 


85 


5544,154 


0545 


3060,85 


4033 


«3154 2/J 


8521 “ 


13 


84 


85 


2184,546 


1105 


7140,1783 


0887 


! 7394 ì/> 


14291 * 


31) 


hll 


89 


G240, 390 


3471 


7120,445 


4879 


' 9442 2£ 


14321 * 


65 


72 


ai 


9360, G5 


G305 


6984,1 94 ty; 


959 


13634 


14593 * 


99 


211 


101 


3960, 110 


9999,1(11 


2020,505 


9401 


20002 


10601 * 


ili 


Cfl 


109 


10920,2730 


9919 


6540,1635 


4681 


20162 


15481 


15 


112 


113 


3360,210 


1695 


12656,791 


12319 


12994 


25313 


117 


44 


125 


10296,286 


14623,65 


5500,55 


11753 


29314 2 p 


17561 


105 


68 


137 


18480,1155 


14385 


1205G,301 1 


3281 


29794 2p 


26513 * 


143 


24 


145 


0864, 429 


20733 


3480, STO 


19873 


! 41474 


21601 * 


li 


144 


145 


4396,34 2p 


2465 


20880, 145 


20447 


| 21314 2J> 


41761 * 


51 


140 


149 


14280,3570 


7599 


20860,5215 


1G999 


24802 2p 


41801 * 


85 


132 


157 


22440,5610 


13345 


20724,5181 


10199 


31874 2p 


42073 * 


119 


120 


169 


28360,1783 


20111,119 


20280,30 


239 * 


42722 


42961 * 


165 


52 


173 


17160,4290 


28545 


8996,2249 


24521 


57134,34^1 


32633 0 


153 


104 


185 


31824,221 


28303,3143 


19240,4810 


12393,257* 


57634 2 p 


45041 


57 


176 


185 


20064,1234 


10545 


32560,2035 


27727 


37474 


65201 


95 


168 


193 


31020,1993 


18335 


32424,8106 


19199 


46274 


65473 


195 


28 


197 


10920,2730 


38415 


5516,1379 


37241 


76834 


39393,137*' 


187 


84 


205 


31416,7854 


38333 


17220,4305 


27913 


76994 


49081 * ! 


133 


156 


205 


41496,10374 


27265 


31980,7995 


6647 , 23* 


39714 


60361 * 
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